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En este trabajo se aplica un algoritmo llamado recocido simulado para resolver po-
linomios que caracterizan las configuraciones centrales propuestas por Dziobek. Los
polinomios resultan de buscar configuraciones centrales en el problema de 5 cuerpos
con masas iguales que contengan al menos un eje de simetr´ıa.
In this paper an algorithm named simulated annealing for to solve polynomial equa-
tions than characterize central configurations proposed by Dziobek is used, Polynomial
equations is obteined in the case of central configurations with axial symmetry in the
5–body problem with equal masses.
Palabras clave: Problema de n cuerpos, Configuraciones centrales, Algoritmo recocido
simulado.
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Introduccio´n
Uno de los problemas centrales de la Meca´nica Celeste es el problema de los n
cuerpos, el cual ha sido y sigue siendo de gran intere´s por el desarrollo teo´rico que ha
generado. Isaac Newton en 1687 publico´ en Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica la formulacio´n matema´tica del problema de los n cuerpos, basa´ndose en la ley
de Gravitacio´n Universal.
El problema de los n cuerpos para n ≥ 3 presenta una dificultad mayor que el
problema de los 2 cuerpos, y la comprensio´n de su dina´mica au´n esta´ lejos de ser
entendida.
En el problema Newtoniano de n cuerpos las soluciones perio´dicas ma´s simples son
aquellas tales que la configuracio´n permanece constante bajo homotecias y rotaciones,
de tal forma que cada cuerpo tiene como trayectoria una o´rbita el´ıptica. Wintner
llamo´ a e´stas configuraciones centrales, [W].
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2En 1767 Leonhard Euler publico´ un trabajo sobre el problema de los 3 cuerpos [E].
All´ı demostro´ que si tres part´ıculas son colocadas inicialmente en la configuracio´n de
l´ınea recta, de tal forma que la razo´n de sus distancias mutuas satisfacen una relacio´n
dependiente u´nicamente del valor de las masas, y si adema´s, las velocidades iniciales
son elegidas adecuadamente, entonces cada part´ıcula se movera´ perio´dicamente sobre
una elipse, pero en todo momento las tres part´ıculas se mantendra´n sobre una l´ınea
recta, conservando siempre la misma razo´n de distancias entre ellas.
Para el caso n = 4, Otto Dziobek formulo´ el problema de configuraciones centrales
en el plano, en te´rminos de distancias mutuas y obtuvo como resultado un sistema
de ecuaciones algebraicas que caracterizan estas configuraciones centrales [D]. Poste-
riormente, Albouy retomo´ esta aproximacio´n de Dziobek y la adapto´ para el estudio
de configuraciones centrales con cuatro masas iguales, [A]. Recientemente Hampton
y Moeckel en [HM] demostraron la finitud de las configuraciones de Dziobek para
cualesquiera masas positivas.
Para el caso n = 5 se han obtenido diferentes resultados los cuales pueden consul-
tarse en [Ya] y en las referencias all´ı citadas.
En este trabajo se presentan 4 configuraciones centrales para 5 cuerpos con masas
iguales con al menos un eje de simetr´ıa. Estas soluciones son encontradas resolviendo
las ecuaciones de Dziobek, la cual bajo ciertas restricciones se convierte en un sistema
polinomial el cual se resuelve usando el algoritmo recocido simulado.
1. Configuraciones centrales de Dziobek en 5 cuerpos
El problema Newtoniano de los 5 cuerpos consiste en estudiar el movimiento pa-
ra todo tiempo de cinco part´ıculas con masas m1, . . . ,m5 y vectores de posicio´n
q1, . . . , q5 respectivamente sujetas a la ley de gravitacio´n de Newton. Es decir, el pro-













donde ‖ · ‖ es la norma Euclidiana. El te´rmino del lado izquierdo es debido a la
segunda ley de Newton y el del lado derecho a la ley de gravitacio´n. Luego la energ´ıa





‖qj − qi‖ .
Usando la conservacio´n de la energ´ıa, del momento angular y el momento lineal
podemos reducir considerablemente algunos grados de libertad para el sistema pero
au´n es muy dif´ıcil de estudiar, por lo que es necesario buscar soluciones especiales
que tengan propiedades agradables o algunas simetr´ıas.
La conservacio´n del momento lineal nos dice que el centro de masa se mueve en
linea recta y con velocidad constante, sin pe´rdida de generalidad en este trabajo
suponemos que el centro de masa esta´ en el origen.
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3Definicio´n 1.1. Una configuracio´n de n part´ıculas es una configuracio´n central si el
vector de aceleracio´n de cada part´ıcula es un mu´ltiplo escalar del vector de posicio´n
de la part´ıcula. Esto significa que existe un λ tal que q¨i = λqi para i = 1, . . . , 5.
Los astro´nomos estudian estas configuraciones por al menos 2 razones. Primero, estas
pueden ser utilizadas para analizar configuraciones de cuerpos celestes en el universo,
un ejemplo muy conocido es la configuracio´n central formada por el Sol, Ju´piter y
los asteroides Trojanos. Segundo, estas configuraciones son de gran importancia en
el ana´lisis de colisio´n de o´rbitas en sistemas gravitacionales en expansio´n, [W]. El
siguiente resultado es demostrado en [H].
Teorema 1.2. Las configuraciones centrales son los puntos cr´ıticos de U restringido
al momento de inercia constante.
Con la finalidad de definir las configuraciones centrales de Dziobek introducimos
la siguiente notacio´n. Sea qij la distancia entre la i–e´sima y la j–e´sima part´ıcula
qij = ‖qj − qi‖ y sij = q2ij para 1 ≤ i < j ≤ 5, entonces existen 10 de estas distancias.






































1 1 1 1 1 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
El determinante de Cayley–Menger es igual a ((n − 1)!)2 veces el cuadrado del
hipervolumen formado por los n puntos en Rn−1, ver [U]. En este caso n = 5, este
determinante es proporcional al hipervolumen en R4 formada por 5 part´ıculas, si
hacemos M = 0 tenemos una restriccio´n para 5 part´ıculas obligadas a moverse en R3
Podemos concluir que buscar configuraciones centrales de 5 cuerpos en el espacio
af´ın de dimensio´n 3 es equivalente a calcular los puntos cr´ıticos del potencial U , bajo
la restriccio´n de que el momento de inercia I debe ser constante e igual a I0, mientras
que el determinante de Caley–Menger M debe ser cero. Esto implica que debemos
encontrar los puntos cr´ıticos de la funcio´n
V (qij) = U(qij) + λ(I(qij)− I0) + σM(qij), (2)
donde λ y σ son multiplicadores de Lagrange. Observemos que tenemos un sistema
de 12 ecuaciones con 12 inco´gnitas λ, σ y las distancias qij .
Para obtener los puntos cr´ıticos vamos a derivar (2) con respecto a las distancias
relativas, lo cual se traduce a calcular los ceros del siguiente sistema de ecuaciones
algebraicas:


































, e11 = I − I0, e12 = G.
Sea ∆j el volumen del tetraedro formado por cuatro masas exceptuando a mj . Si
fijamos el orden de las masas, entonces los volu´menes con signo ∆1, . . . ,∆5 son los
volu´menes de los cinco tetraedros orientados con ve´rtices (m2,m3,m4,m5), (m3,m4,m5,m1),
(m4,m5,m1,m2), (m5,m1,m2,m3) y (m1,m2,m3,m4), respectivamente.
Definicio´n 1.3. Diremos que q ∈ (R3)5 es una configuracio´n central de 5 cuer-
pos en R3 tipo Dziobek si existen constantes λ, σ ∈ R, y un vector no nulo ∆ =
(∆1, · · · ,∆5) ∈ R5 tal que
∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 + ∆5 = 0,
5∑
j=1









, 1 ≤ i < j ≤ 5.
donde M = m1 +m2 + · · ·+m5.
Albouy mostro´ que el sistema de ecuaciones (3) es equivalente a las ecuaciones (4),
[A]. En este trabajo resolveremos el sistema (3), usando el algoritmo que describimos
acontinuacio´n.
2. Algoritmo recocido simulado
El algoritmo de recocido simulado (en ingle´s, simulated annealing algorithm),
pertenece a una clase de algoritmos de bu´squeda local (local search algorithms)
comu´nmente llamados algoritmos de umbral (threshold algorithm).
Sea (S, c) los elementos de un problema de optimizacio´n combinatoria, donde:
S es el espacio de soluciones factibles.
c es la funcio´n costo (a valores reales positivos).
El problema es encontrar una i en S que minimice c.
Para implementar el algoritmo se necesita adema´s:
Una funcio´n entorno V de i en S.
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5Una sucesio´n {tk} (los llamados threshold) decreciente tal que tk → 0 cuando n→∞.
El algoritmo esta´ definido como sigue:
Condiciones iniciales t0 > 0, i0 ∈ S, k = 0
While tk > 0 do
Se elige jk ∈ Vik
if c(jk) ≤ c(ik) then ik+1 = jk (se acepta jk)
else
se elige (aleatoriamente) q ∈ [0, 1]
if q < e
c(ik)−c(jk)
tk then ik+1 = jk









En este caso, cada vecino de una solucio´n tiene una probabilidad positiva de reem-
plazar a la solucio´n actual. Los tk se eligen de forma tal que a medida que avanzan las
iteraciones, aceptar soluciones con grandes incrementos en el costo es menos probable
(pero sigue existiendo una probabilidad positiva de aceptarlos). La sucesio´n tk que
usaremos es tk =
t0
1+k .
3. Configuraciones centrales sime´tricas de 5 masas iguales
Las ecuaciones que definen a las configuraciones centrales de Dziobek presentan
una cierta simetr´ıa entre las distancias mutuas y los volu´menes, entonces es una
idea natural buscar soluciones que presenten simetr´ıa, ya que una igualdad entre los
volu´menes representa un plano de simetr´ıa para la configuracio´n, esto se debe a que
si ∆i = ∆j , de las ecuaciones (4) tenemos que qik = qjk para k = {1, . . . , 5} − {i, j}.
Por ejemplo, si i = 1 y j = 2 las part´ıculas 1 y 2 equidistan de igual manera a las
part´ıculas 3, 4 y 5, por lo tanto hay un plano de simetr´ıa que pasa por las part´ıculas
3, 4 y 5.
A continuacio´n, calcularemos todas las configuraciones centrales no coplanares de
5 masas iguales que tengan al menos 2 planos de simetr´ıa, la interseccio´n de estos
planos nos dara´ un eje de simetr´ıa y este eje de simetr´ıa significa que la configuracio´n
es invariante con respecto a alguna rotacio´n.
Caso 1: ∆1 = 0 y ∆2 = ∆4 y ∆3 = ∆5.
Caso 2: ∆1 6= 0 y ∆2 = ∆3 = ∆4 = ∆5.
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6Caso 3: ∆1 = ∆2 y ∆3 = ∆4 = ∆5.
Caso 4: ∆1 6= ∆2 y ∆3 = ∆4 = ∆5.
Caso 5: ∆1, ∆2 = ∆3 y ∆4 = ∆5.
Estos casos los hemos ordenados de menor a mayor dificultad y procedemos a
encontrar las configuraciones centrales que cumplan estas condiciones de simetr´ıa.
3.1 Caso 1. ∆1 = 0 y ∆2 = ∆4 y ∆3 = ∆5.
Dado que las masas de los cuerpos son iguales entre si, sin pe´rdida de generalidad
normalizamos las masas a 1, de ahora en adelante consideraremos mi = 1 para i =
1, . . . , 5.
Sea ∆1 = 0, lo cual implica que el volumen del tetraedro formado por las masas
(m2,m3,m4,m5) se anula y por lo tanto las masas m2, m3, m4 y m5 son coplanares.
Sustituyendo en la u´ltima ecuacio´n del sistema de ecuaciones (4) tenemos
q12 = q13 = q14 = q15 .
De las condiciones ∆2 = ∆4 y ∆3 = ∆5 y la primera ecuacio´n del sistema de
ecuaciones (4) obtenemos que ∆2 = −∆3. Sustituyendo en la u´ltima ecuacio´n del
sistema de ecuaciones (4) obtenemos

















Estas relaciones entre las distancias relativas implica que la configuracio´n es una
pira´mide con una base rectangular, (ve´ase figura 1).
Si normalizamos a q23 = q25 = q34 = q45 = 1, las cuales son las longitudes de los
lados del cuadrado con ve´rtices m2, m3, m4 y m5, entonces se obtiene que
q24 = q35 =
√
2 (6)
q12 = q13 = q14 = q15 = a.




y σ = − a
3 − 1
16a3(−1 + 2a2) .
Sustituyendo este resultado en la ecuacio´n e6, obtenemos que la u´nica solucio´n real













Revista de Ciencias Ba´sicas UJAT, 1(1)Enero 2006 p 1–5
Journal of Basic Sciences, año 2 (4), enero-abril 2016
7.
Por lo tanto, existe una configuracio´n central que cumple las condiciones del caso






Figura 1. Configuracio´n central de 5 cuerpos del caso 1.
3.2 Caso 2. ∆1 6= 0 y ∆2 = ∆3 = ∆4 = ∆5.
Del sistema de ecuaciones (4) se obtiene inmediatamente que
q23 = q24 = q25 = q34 = q35 = q45
q12 = q13 = q14 = q15.
(7)
Geome´tricamente obtenemos que la configuracio´n forma un tetraedro regular con una
part´ıcula en el centro de la pira´mide, (ve´ase la figura 2).
Para encontrar las configuraciones centrales debemos resolver el sistema (3) y para
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8e1 y e7 obtenemos











45 − 4q312q445 + 8q12q213 + 4q12q213q224q234
− 4q12q213q224q245 − 4q12q213q225q234 + 4q12q213q225q235 − 4q12q213q225q245
− 4q12q213q234q245 − 4q12q213q235q245 + 4q12q213q445 + 4q12q214q223q234
− 4q12q214q223q235 − 4q12q214q223q245 + 8q12q214q224q235 − 4q12q214q225q234
− 4q12q214q225q235 + 4q12q214q225q245 − 4q12q214q234q235 + 4q12q214q435
− 4q12q214q235q245 − 4q12q223q215q234 + 4q12q223q215q235 − 4q12q223q215q245
− 4q12q223q234q245 − 4q12q223q235q245 + 4q12q223q445 − 4q12r215q224q234
− 4q12q215q224q235 + 4q12q215q224q245 + 8q12q215q225q234 + 4q12q215q434
− 4q12q215q234q235 − 4q12q215q234q245 − 4q12q224q234q235 + 4q12q224q435















+ σ(−4q212q213q25q234 + 4q212q213q25q235 − 4q212q213q25q245 − 4q212q214q25q234
− 4q212q214q25q235 + 4q212q214q25q245 + 8q212q215q25q234 + 4q212q25r434
− 4q212q25q234q245 + 4q413q224q25 − 4q413q325 + 4q413q25q245 − 4q213q214q223q25





15q25 − 4q213q223q25q245 − 4q213q215q224q25 − 4q213q215q25q234
− 4q213q224q25q234 − 4q213q224q25q235 + 8q213q224q25q245 + 8q213q325q234
− 4q213q25q234q245 + 4q414q223q25 − 4q414q325 + qr414q25q235 − 4q214q223q215q25
− 4q214q223q25q234 + 8q214q223q25q235 − 4q214q223q25q245 + 4q214q215q224q25
− 4q214q215q25q234 − 4q214q224q25q235 + 8q214q325q234 − 4q214q25q234q235





35 − 4q325q434 − 4q212q25q234q235 − 4q213q214q25q245).




−b2 − ab+ a2
b(b+ a)a3
y σ = −(1
8
)
b2 + a2 + ab
a3b7(b+ a)
,
donde a = q12 y b = q25. Sustituyendo estos valores en e11 y e12 de las ecuaciones






b2 − 1 = 0 ,
3b8 − 8a2b6 = 0.
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Por lo tanto, existe una configuracio´n central que cumple las condiciones del caso
2, el cual es un tetraedro regular donde cada cara es una tria´ngulo equila´tero y tiene






Figura 2. Configuracio´n central de 5 cuerpos del caso 2.
3.3 Caso 3. ∆1 = ∆2 y ∆3 = ∆4 = ∆5.
De las condiciones iniciales ∆3 = ∆4 = ∆5, ∆1 = ∆2 y del sistema de ecuacio-
nes (4), tenemos que las distancias relativas para este caso esta´n relacionadas de la
siguiente manera:
q13 = q14 = q15 = q23 = q24 = q25,
q34 = q35 = q45.
(9)
Aqu´ı tenemos 3 distancias mutuas por encontrar. Sustituyendo las ecuaciones (9)
en el sistema de ecuaciones (3), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,
4a3 − 6a+ 2ab2 − b3a3 + 6b3a− 2b5a− 3b3 + 4b− a2b− 4ba3 + ba5 = 0
−12a2b4 + 4a2b6 + 3a4b4 = 0. (10)
Aplicando recocido simulado al sistema (10) (el co´digo que empleamos para este
caso esta´ representado por el ape´ndice A excepto para las funciones F, G y H las cuales
en este caso so´lo se usan dos funciones definidas por las ecuaciones (10)), obtenemos
una u´nica solucio´n dada por
q13 = 1, q12 = 1.428905139629991 y q34 = 1.211888021417097.
Por lo tanto existe una configuracio´n central que cumple las condiciones del caso
3, el cual es un prisma de 6 caras, cada cara es un tria´ngulo y su forma geome´trica
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esta´ representada en la figura 3. All´ı podemos apreciar claramente que un plano de
simetr´ıa pasa por las part´ıculas m3, m4 y m5. Adema´s, tiene un eje de simetr´ıa a





Figura 3. Configuracio´n central de 5 cuerpos del caso 3.
3.4 Caso 4. ∆1 6= ∆2 y ∆3 = ∆4 = ∆5.
De las condiciones iniciales ∆1 6= 0, ∆2 6= 0, ∆3 = ∆4 = ∆5 y del sistema de
ecuaciones (4), tenemos que las distancias relativas para este caso esta´n relacionadas
de la siguiente manera:
q12 = 1, q13 = q14 = q15
q23 = q24 = q25, q34 = q35 = q45.





) −2c2 + 3a2 − 3 + 3b2 − a3 − b2a3 + a5
a3 (−c2 + 2a2 − 2 + b2) y
σ = − a
3 − 1
8a3c4 (b2 + 2a2 − c2 − 2) .
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Sustituyendo en e5, e8 y e12, obtenemos el siguiente sistema polinomial,
−b2a3 − 2a5 + a3c2 + 2a3 + 2b5 + b3a2 − b3c2 − 2b3 − b5a3 + b3a5 = 0,
3a4c4 + 3c4b4 − 6a2b2c4 − 6c4b2 − 6c4a2 + 4c6 + 3c4 = 0,
c3 + c3b2a3 − 2cb2a3 + ca3b4 − 2ca5b2 − 2a3c2 + a3c
+3c3a3 − c3a5 − 2ca5 + ca7 + 2cb2 + 2ca2 − cb4 − ca4 − c+ 4a5
−4a3 + 2b2a3 − 3c3b2 + 2cb2a2 − 3c3a2 + 2c5 = 0.
(11)
Aplicando recocido simulado al sistema (11), (el co´digo que empleamos para este
caso esta´ representado por el ape´ndice A excepto para las funciones F, G y H las
cuales en este caso esta´n definidas por las ecuaciones (11)), obtenemos 4 soluciones
dadas por
Soluciones q13 q23 q34
1 0.699836519769916 0.699836519769916 0.848123495259391
2 1.632993161855453 1 1.632993161855453
3 1.135608671369086 1.872319390886508 1.661288262157793
4 1.872319390886508 1.135608671369086 1.661288262157793.
La solucio´n uno corresponde al caso 3, la solucio´n dos corresponde al caso 2 y los
u´ltimos dos casos son correspondientes al caso 4, el cual se asemeja a la pira´mide del
caso 2, pero en este caso la part´ıcula que esta´ en el interior de la pira´mide esta´ mas







Figura 4. Configuracio´n central de 5 cuerpos del caso 4.
3.5 Caso 5. ∆1 6= ∆2 y ∆3 = ∆4 = ∆5.
De las condiciones iniciales ∆1 6= 0, ∆2 = ∆4, ∆3 = ∆5 y del sistema de ecuacio- 
nes (4), tenemos que las distancias relativas para este caso est´an relacionadas de la 
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siguiente manera:
q12 = q14, q13 = q15, q24, q35, q23 = q25 = q34 = q45 = 1.
Sustituyendo esto en el sistema de ecuaciones (3) obtenemos las ecuaciones definidas
por las funciones F, G y H que aparecen en el ape´ndice A (el co´digo para este caso esta
representado en el ape´ndice B y aplicando recocido simulado obtenemos 3 soluciones.
q12 q13 q24 q35
1.211888021417097 1 1.211888021417097 1.428905139629991
1.138985516397694 1.138985516397694 1.414213562373095 1.414213562373095
0.612372435695794 0.612372435695794 1 1
Al sustituir los resultados en los volu´menes, observamos que la solucio´n uno corres-
ponde al caso 3, la solucio´n 2 al caso 1 y la solucio´n 3 al caso 2. De esta manera
concluimos que para el caso 5 no hay configuracio´n que cumpla estas condiciones.
4. Conclusio´n
Hemos probado que existen cuatro configuraciones centrales no coplanares en el
problema de 5 cuerpos que son invariantes con respecto a una rotacio´n. Es una con-
jetura que los casos con un solo plano de simetr´ıa y los que no son sime´tricos no son
configuraciones centrales, por lo que nuestra lista de estudio en casos sime´tricos esta
completa.
Ape´ndice
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A. Co´digo del recocido simulado para el caso 5
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